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Matriz Escalonada (por filas)

Definicion. Se dice que una matriz A de orden m X n es escalonada, si:

1. Todas las filas no nulas, estan por encima de las filas nulas (todas las
componente son cero).

2. El primer elemento no nulo de una fila (a partir de la segunda) esta
en una columna a la derecha del primer elemento no nulo de la fila
anterior.

Ejemplo. Algunas matrices escalonadas son:

4 -—-18 101 1 5 -6] [8 22 3 -5 1 0 —9 6]
[O -5 —4] 0 1 -1}, [0 0 0 1 6] 0 0 1
0 0 31710 0 1 o 0 0 O of’"f0o 0 O

0 0 O 0 0 Ol
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Teorema

Sea A € R™*", existen matrices elementales E; € R™*™ tales que:
ETET—]_ E2 E]_A — AO
donde 4, es una matriz escalonada

Nota:

1. La matriz A, se le conoce como la matriz escalonada asociada a la
matriz A.

2. La matriz A, no es unica.

3. Las matrices Ay A, son equivalentes por filas.
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Problema: Sea 1 2 37
A_|3 12 13
0O -3 =2
1 —-10 —-5]
Halle una matriz escalonada asociada a la matriz A
Solucion
1 2 3] 1 2 3] - 1f AL 2 3
3 12 13| f2—=3f; | O 6 413 2210 6 4
0 -3 -2 f, — f, U M2 72 ain e 2 0 0 0
1 —-10 -5, 0 —-12 -8. 0 0 0.
(1) 2 i Observacion:
Luego 4, = 1
0 0 0 Ag = E4p(—2)E,; <— E) Es1(—1)E;1(—3)A
0 0 0.
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Rango de una matriz

Definicion: Sea A € R"™*", Se define el rango de la matriz A como el
numero de filas no nulas de la matriz escalonada asociada a la matriz
A. Se denota por rang(A).

Nota: Dos matrices equivalentes, tienen el mismo rango.

Ejemplo Determine el rango de las siguientes matrices escalonadas:

6 7 —107 12 2 —4 -1 2 =1 0 0
0 1 1 ,B = l 0O 0 1 0 ] C = 0O -1 1 41
A=|0 0 0 O O O 7 ’ O 0 1 1
0 O 0 0o 0 0 -1
0 0 O rang(B) = 3
rang(C) = 4
rang(A) = 2
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Ejemplo (GUIA 2024 Problema 160)

Halle el rango de la siguiente matriz:

1 5 =2
A=|3 0 4]
5 10 0
A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5

Clave
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Método de Gauss para la resolucion de un SELde m X n

@ordemos: Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégni@
X1, Xy ..., Xy (S.E.L de m x n), es de la forma:

( ai1X1 + A12X> + -+ A1n Xn = b1
aArq1X1 + Aro X~ + -+ AopnXpy = bz

.

\Am1X1 + QmaXo+ -+ QqpXp = R

Donde los coeficientes aiq,a:5 .....,@mn Y by,by ....., by SON

\numeros reales conocidos. /
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Cuya representacion en forma matricial es:
AX =D

donde: A= (aif)mxn es la matriz de coeficientes

X =] .| es la matriz de incdgnitas

b = es la matriz de términos independientes

9

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios | d CICLO: PREUNIVERSITARIO 2024-2 ‘




Definicion

Sea el sistema lineal AX =b con A € R™*", X € R™*! y b € R™*!, Se
define la matriz aumentada o ampliada del sistema a la matriz de la

forma:
(411 Q12 Qg3 Ain | by~
A
OGm1 Omz Q3 " Amn | b,

la cual es una matrizde orden m X (n + 1)

\ Cepreuni 2021-2 10
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Problema: Sea la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones lineales

1 -2 0 0i1]
0 1 0 1i1
0 0 1 —-1:2
0 0 0 00

Resolver el sistema

Solucion Consideramos variables x, y, z y w. Luego obtener el S.E.L
equivalente asociado a dicha matriz aumentada es

(x—2y=1..(1) Tomamos como pardmetrow =t

y+ w=1..(2) En(3)z=2+t

(z-w=2..03) En(@2)y=1-t
En(1)x=14+2(1—-t) =3 -2t Deaqui:

A

\\ CS={(3-2t:1—t:2+t:t),t ER} = {(3:1:2:0) + t(=2;—1:1:1),t € R}

\ !
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Método de Gauss para resolver un SELde m X n

Sea el sistema lineal AX = bcon A € R™*", X € R**! y b € R™*!. Luego
1. Representar el S.E.L mediante su matriz ampliada [A | b].

2. Mediante operaciones elementales por filas transformar la matriz
ampliada a una escalonada [A, | by], asi:

Operaciones

[A | b] elementales por filas: [AO | b()]

3. Obtener el S.E.L equivalente que esté asociada a ella.

4. Resolver el S.E.L por sustitucion regresiva, tomando los parametros
pertinentes ( si fuera el caso).

\
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Teorema de Rouché - Frobenius

Sea el sistema lineal AX=Db con A € R™*", X € R™1! y b € R™*%,
Entonces

1. El SEL es compatible determinado, siy solo si
rang(A) = rang[A |b] =n
2. El SEL es compatible indeterminado, siy solo si
rang(A) = rang[A | b] <n
Ademas, en este caso, las soluciones del sistema dependen de
un numero de parametros libres k = n — rang(A)

3. El SEL es incompatible (CS = &), siy solo si
rang (A) # rang|A | b]

NOTA: Recuerde que n es el numero de incognitas

"\,
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/' Ejemplo (GUIA 2024 Problema 157)

Sea AX = B un sistema lineal de “m” ecuaciones y “n” incdgnitas. Dar el
valor de verdad de las siguientes afirmaciones:

. Si m = n entonces el sistema tiene solucion unica

1. Si m < n entonces el sistema tiene infinitas soluciones
11l. Si m > n entonces el sistema no tiene solucion

A)FFF  B)VFF  C)VFV D)FVF  E) FWV

\ Clave
\ 14
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'Ejemplo. Resuelva el S.E.L de 3 x 3

(x+2y—z=2
12x+3y—z=4
B3x+ty—4z=0

Resolucion Representamos la matriz ampliada del S.E.L

I 2 =121 ¢ —2¢ [1 £ =56, 2 -1 2
2 3 —1i4 T 0 -1 10
3 1 —4;01 2 "l —5 —1 —6 0 —6 -6

Observamos rang(A,) = rang[A, | bg] = 3. Luego por el teorema de Rouché
— Frobenius, el S.E.L es compatible determinado. De aqui:

(x+2y—z= 2..(1) De(3)z=1
—y+Z= 0(2) En(2)y=
. —62=-6..3)  En(Mx=1

A

Deaqui: CS={(1;1;1)}

* ) )
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Ejemplo. Resuelva el S.E.L de 3 x 3

<
11111

(x+ y—z=1
3x+2y—2z=1
Ox+4y —4z =3

A

Resolucion Representamos la matriz ampliada del S.E.L

1 1 —1i1] g3t 1 -1} 1] g [ 1 -1} 2
32 -2 1 |0 -1 12 0 -1 1:-2
5 4 —4:3] 3770 -1 1i-2 0 0 00

Observamos rang(A,) = rang[A, | bg] = 2 < 3. Luego por el teorema de
Rouché — Frobenius, el S.E.L es compatible indeterminado. De aqui:

X+y—z= 2..(1) Tomamos como parametroz =r
—yv+z=-2..(2) En(2) — 247
En(1)x=0 Deaqui:

\CS—{(O 2+nr;r), reR}={(0;2;0)+7r(0;1;1), r € R}
16
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Ejemplo. Resuelva el S.E.L de 3 x 4

<
11111

(3x — 5y +2w+4z =1
7X —4y+w+ 3z =2
5x+7y —4w -6z =4

AN

Resolucion

3 =5 2 4 1] eRRsh fof 6 -3 —5:0
7 -4 1 3:2[—>5|1 6 -3 —50 —5 2 41

5 7 —4 —6! 4 5 7 -4 —64 7 -4 —6 4

1 6 -3 =5.0] ¢ ¢
Bo3lg 23 11 19 1| 2
f;=5hlo —23 11 19| 4.

—3 —5i1
0 —23 11 19 i1
0 0 0 03

~ Observamos rang(A,) = 2 # 3 = rang|A, | by]. Luego por el teorema de
‘\\ Rouché - Frobenius, el S.E.L es incompatible (no tiene solucidn). De aqui:

\De aqui: CS=20¢

\ !
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. Ejemplo. Resuelva el S.E.L.H de 4 x 3: [ x+ 2y —z=10

| 4x + 10y + 4z = 0
1 2x + 8y + 14z = 0
\ 2x+ 6y+6z=0

Resolucion
1T 2 =110]¢g_yg [1 2 -130]H-f 11 0 -9 jo0°
4 10 4 {0 o 2 8 ‘0| -2 10 2 8 0
2 8 14:0|f-26 (0O 4 16 0f 10 0 0 i0
' 2 6 6:0lf-26, LO 2 8 10/l 2 o 0 o0 0.

Observamos rang(A,) = rang[A, | bg] = 2 < 3. Luego por el teorema de
Rouché - Frobenius, el S.E.L es compatible indeterminado. De aqui:

Xx—9z=0 ..(1) Tomamos como parametroz =t
2y +8z=0 ...(2) En (2) y = —4t
En(1)x =9t De aqui:

\CS—{(9t—4tt)tEIR}—{t(9 —4;1), t € R}
18
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Ejemplo. Halle el valor del parametro “a" para que el sistema:

(x+3y—22=4

3x+2y—4z =4

< —X+ 4y =a+ 2

k3)(—5y—22=—4
i. Sea incompatible li. Sea compatible indeterminado
Resolucion
1 3 -2 4 Jg-3;[1 3 -2 4] 1 3 -2 4]
3 2 -4 4 |geg |0 -7 2 -8 |BtR|g —7 2! _8
-1 4 0 ja+2| (7|0 7 -2 a+6|f-H [0 0 0  a-2
3 -5 —2 | —4 | RS € . DA\ 0 0 0@ 0|

I. Incompatible, sia # 2: rg (Ay) =2 # 3 =rg[A, | bg]
Iil. Compatible indeterminado, sia=2:rg(Ay) =rg|Ay|bgl =2 <n=3

\ .
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